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上の重み付き準算術平均の観点から2つの効用関数について risk averse/risk neutral/risk
loving 満たすべき条件を議論する.
2. 2次元平面上の重み付き準算術平均
\mathbb{R}= (-\infty, \infty) とし、定義域 D を \mathbb{R}^{2} の空でない開部分集合とし、 \mathcal{R}(D) を D の閉凸
部分集合の族とする. \mathcal{L} は C^{2} 級関数 f : D\mapsto \mathbb{R} の族で f_{x}>0 と f_{y}>0 を満たすとし、
\mathcal{W} は連続関数 w : D\mapsto(0, \infty) の族とする.開部分領域 R\in \mathcal{R}(D) 上で、 f\in \mathcal{L} を効用
関数とし w\in \mathcal{W} を重みとする準算術平均を領域 R の部分集合 M_{w}^{f}(R) で与える:
M_{w}^{f}(R)= \displaystyle \{(\tilde{x},\tilde{y}) \in R|f(\tilde{x},\tilde{y})\iint_{R}w(x, y)dxdy=\iint_{R}f(x, y)w(x, y)dxdy\}.
明らかに,  M_{w}^{f}(R)\neq\emptyset である.
定義1. ( \mathbb{R}^{2} 上の半順序 \preceq ).
(i) (\underline{x}, \underline{y}) , (\overline{x}, \overline{y})(\in \mathbb{R}^{2}) について, (\underline{x}, \underline{y}) \preceq (\overline{x}, \overline{y}) \Leftrightarrow \underline{x}\leq\overline{x} かつ \underline{y}\leq\overline{y}.
(ii) (\underline{x}, \underline{y}) , (\overline{x}, \overline{y})(\in \mathbb{R}^{2}) について, (\underline{x}, \underline{y}) \prec (\overline{x}, \overline{y}) \Leftrightarrow (\underline{x}, \underline{y}) \preceq (\overline{x}, \overline{y}) かつ (\underline{x}, \underline{y}) \neq (\overline{x}, \overline{y}) .
(iii) A, B(\subset \mathbb{R}^{2}) について, A\preceq B \Leftrightarrow (\mathrm{a}) かつ (b):
(a) (\underline{x}, \underline{y}) \in A について, \exists (\overline{x},\overline{y})\in B : (\underline{x}, \underline{y}) \preceq(\overline{x},\overline{y}) .
(b) (\overline{x} , 切 \in B について, \exists (\underline{x},\underline{y}) \in A : (\underline{x}, \underline{y}) \preceq(\overline{x},\overline{y}) .
w\in \mathcal{W} を重み関数とする開部分領域 R\in \mathcal{R}(\mathrm{D}) 上の点 (\overline{x}_{R}, \overline{y}_{R}) を次のように与える:
\displaystyle \overline{x}_{R}= \int\int_{R}xw(x, y)dxdy/\int\int_{R}w(x, y)dxdy,




ここでは, (\overline{x}_{R}, \overline{y}_{R}) を不変リスク中立点という ([5]). 2次元平面 \mathbb{R}^{2} を次のように分割する.
R_{w,-}^{(\overline{x}_{R},\overline{y}_{R})}=\{(x, y) \in \mathbb{R}^{2}| (x, y) \prec(\overline{x}_{R}, \overline{y}_{R})\},
R_{w,+}^{(\overline{x}_{R},\overline{y}_{R})}=\{(x, y)\in \mathbb{R}^{2} | (\overline{x}_{R}, \overline{y}_{R}) \prec(x, y
R_{w,-}^{(\overline{x}_{R},\overline{y}_{R})} は risk averse 点であり、 R_{w,+}^{(\overline{x}_{R},\overline{y}_{R})} は risk loving 点である.さらに、 R_{w}^{(\overline{x}_{R},\overline{y}_{R})} =
R_{w,-}^{(\overline{x}_{R},\overline{y}_{R})}\cup R_{w,+}^{(\overline{x}_{R},y_{R})}\cup\{(\overline{x}_{R}, \overline{y}_{R})\} とおく.
定義2. 効用関数 f\in \mathcal{L} と領域 R\in \mathcal{R}(D) について、次のように定義する.
(i) 効用関数 f が R 上で risk neutral であるとは、すべての重み関数 w について
f(\displaystyle \overline{x}_{R_{i}}\overline{y}_{R})\int\int_{R}w(x, y)dxdy=\int\int_{R}f(x, y)w(x, y)dxdy.
(ii) 効用関数 f が R 上で risk averse であるとは、すべての重み関数 w について
f(\displaystyle \overline{x}_{R}, \overline{y}_{R})\int\int_{R}w(x, y)dxdy\geq\int\int_{R}f(x, y)w(x, y)dxdy.
(iii) 効用関数 f が R 上で risk loving であるとは、すべての重み関数 w について
f(\displaystyle \overline{x}_{R}, \overline{y}_{R})\int\int_{R}w(x, y)dxdy\leq\int\int_{R}f(x, y)w(x, y)dxdy.
定義3. D 上の効用関数 f, g\in \mathcal{L} について、 f が9よりも risk averse とは、すべての
重み関数 w とすべての凸閉領域 R\in \mathcal{R}(D) について次の式が成り立つときとする.
M_{w}^{f}(R)\cap R_{w}^{(\overline{x}_{R},\overline{y}_{R})} \preceq M_{w}^{g}(R)\cap R_{w}^{(\overline{x}_{R},\overline{y}_{R})}.
定理1. D 上の効用関数 f, g\in \mathcal{L} について、 f が g よりも risk averse ならばすべての
正の数 h, k と 実数  r\in [-1, 1, ] について D 上で
\displaystyle \frac{h^{2}f_{xx}+2rhkf_{xy}+k^{2}f_{yy}}{hf_{x}+kf_{y}}\leq\frac{h^{2}g_{xx}+2rhkg_{xy}+k^{2}g_{yy}}{hg_{x}+kg_{y}}
が成り立つ.
系1. D 上の効用関数 f, g\in \mathcal{L} について、 f が g よりも risk averse ならばすべての正
の数 h, k と 実数  r\in [-1, 1, ] について D 上で




効用関数 f\in \mathcal{L} について,ヘッセ行列を
H^{f}(x, y)= \left(\begin{array}{lll}
f_{xx}(x,y) & f_{xy}(x & y)\\
f_{yx}(x,y) & f_{yy}(x,y) & 
\end{array}\right), (x, y)\in D (3.1)
とおく.
命題1. D 上の効用関数 f, g\in \mathcal{L} について、(i) と (ii) が成り立つ.
(i) 行列
\displaystyle \frac{1}{f_{x}(x,y)}H^{f}(x, y)-\frac{1}{g_{x}(x,y)}H^{g}(x, y) と \displaystyle \frac{1}{f_{y}(x,y)}H^{f}(x, y)-\frac{1}{g_{y}(x,y)}H^{g}(x, y)
がすべての (x, y) \in  D について negative semi‐definite である \Leftrightarrow すべての
(x, y) \in D とすべての正の数 h, k について
\displaystyle \frac{1}{hf_{x}(x,y)+kf_{y}(x,y)}H^{f}(x, y)-\frac{1}{hg_{x}(x,y)+kg_{y}(x,y)}H^{9}(x, y)
がnegative semi‐definite である.
(ii) 行列
\displaystyle \frac{1}{f_{x}(x,y)}H^{f}(x, y)-\frac{1}{g_{x}(x,y)}H^{g}(x, y) と \displaystyle \frac{1}{f_{y}(x,y)}H^{f}(x, y)-\frac{1}{g_{y}(x,y)}H^{g}(x, y)
がすべての (x, y) \in D について negative semi‐definite ならば、すべての正の数 h, k
と 実数  r\in [-1, 1 , ] について D 上で
\displaystyle \frac{h^{2}f_{xx}+2rhkf_{xy}+k^{2}f_{yy}}{hf_{x}+kf_{y}} \leq\frac{h^{2}g_{xx}+2rhkg_{xy}+k^{2}g_{yy}}{hg_{x}+kg_{y}}
が成り立つ.
定理2. f, g\in \mathcal{L} を D 上の2次の効用関数とする.行列
\displaystyle \frac{1}{f_{x}(x,y)}H^{f}(x, y)-\frac{1}{g_{x}(x,y)}H^{9}(x, y) と \displaystyle \frac{1}{f_{y}(x,y)}H^{f}(x, y)-\frac{1}{g_{y}(x,y)}H^{9}(x, y)
がすべての (x, y) \in D について negative semi‐definite ならば、 f が g よりも risk averse
である.
例1. (2次の効用関数) 定義域 D= (-0.5,1.5)^{2} の領域 R= [0, 1]^{2} で重みを w=1 とす
ると、不変リスク中立点は (\overline{x}_{R}, \overline{y}_{R})=(0.5,0.5) であり、 R_{w,-}^{(\overline{x}_{R},\overline{y}_{R})}=[0, 0.5]^{2}\backslash \{(0.5,0.5)\} 、
R_{w,+}^{(\overline{x}_{R},\overline{y}_{R})}=[0.5, 1]^{2}\backslash \{(0.5,0.5)\} . 2次の効用関数 f(x, y)=-2x^{2}-2y^{2}+2xy+8x+8y と
75
g(x, y)=-x^{2}-y^{2}+xy+5x+5y について、 R 上でん >0, f_{y}>0, g_{x}>0, g_{y}>0 であ
ることがわかる.また、行列














はすべての (x, y) \in D について negative definite であるかり、定理2より f が g よりも
risk averse である.
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